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Abstract 
In this paper it is shown that there exist n independent spanning rooted trees 
尽…，r:• in a n -dimensional hypercube graph C 
n
, and the maximum height of the 
















が残存するので， G を放送中心を持つ通信網のグラフモデルであると解釈するとき， G は故
障耐性の高い，換言すれば信頼性の高い通信網を構成するということができる．亦，rを根と
して構成された各全域木刀の高さHeight(T;(r))が小であるほど通信に要する時間は短い．
従来， Altai and M.Rodeh [l]は，2連結グラフに於ける2個の独立全域木を見出す線形
時間アルゴリズムを与え， J.Cherian and S.N.M aheshwari [2]は，3連結グラフに於ける











C. =(···((C1 xCJ xC1 )x - ..)xC1 
に基づいて行うとき，MaxHeight(T;) = 2n -1と評価し，又






塗�Height(T,)= { n + I (2 s; n 5 4)
n+2 (n�5) 












である¢に って辺eE E に（恥巧）が対応するならば，e=(vp巧）又はV1V2と






気＝（片， Ei )とG2 = CV2 , 互）の直積G1 x
V = Vi X V2 = { (u, v) I U Ev;, VE v2 } 









({0,1},{叫）； C,  "'Cn-l X C1 





2部グラフはG=(XvY,E) (但しXnY=<fi,X:t; ゆ，Y-:t=</J;X+Yとも く），v1v2 eE 







v← 1V1 ':f:;Vた1Vj (i':f:; j)を
<, P[v0, v,,, ] == P[vm , v0 ] = vmv正1 '..V。である.m を その長さといい, Length(P[v0, v,,,]) 
閏... v,,, に於いて特にV() =Vm であるとき，この道を 閉路という道P[p,qJが特に部分
フH上にありこれを明示するとき，PH [p,q]と
た








u, vを 結ぶ2本の道u。(==u)u1 … ui (=v)とv。(=u)v; ··· 
< l, l :::; j < m)を満
た
すときこの2本の道は互いに












Height(T) = Max Length(P[ v, r]) 
veV 
Gの部分グラフH= (V',E')が，特にV'=VであるときHをGの全域部分グラフという ．
全 域 部 分 グ ラ フ Hが木であるときHは全域木であるという .U�VuEに対して
G印〕=(W,WxW nE) (W =U nV)をUによって 誘 導された部分グラフという．亦
F�VuEに対する誘導部分グラフG[VuE-F〕をG/Fと書く ．
応・・'T,, はグラフG= (V,E)のrEVを根とするn個の全域木であるとする.Gの任意の







n次元超立方体グラフ en がn-1次元超立方体グラフ en-I と1次元立方体グラフCl の直
積として定義されることから， en の閉路はすべて偶数個の辺から成り，従って補題1により
en は2部グラフである次に2部グラフとしての en の標準的描画法を定める．
4点2正則2部グラフ
2次元立方体グラフ G を2部グラフとして描けば下図右のようになる ．









































































2 個の Kmo の中 1 個を上下反転させて描けばC4 が 2 部グラフとして描ける．













同様に 2 個の 2 部グラフ C









2次元立方体グラフ C2 の点独立な全域木 i;

















と なる表から明らかなように c2 の任意の点 u から点〇への道 Pi
2 [u,O], 界[u,O] は点独立
である．亦，表から明らかなように Height(刀2) = 3, Height(月） =3 が成り立つ ．
本章では， n 次元超立方体グラフ c. の点独立な全域木のh組(7;"' … , r;) が帰納的に定義







の点独立な全域木の3 組(7;3 ,T/' 乃りを構成し，これを初期値に設定する ．次に定義の第 1I 段
に於いて C
kー1の点独立な全域木の (k-1) 組(I;







Height(�2 ) = 3 (i = 1, 2) 
Height(J; 八=4 (i = 1,2,3) 




l（ l,·.. ,n-1) 
｝( n  2:: 4) 
が成り立つ．



























の上の道だ[u,0] (i = 1,2,3)が点独立であることは次の表により容易に確かめられる．
吼u,0]
f>i [u, 0] 
�[u,O] 








ならしめるため，具体例として 上述の（冗，勾，冗）からこに対する（刀4 , ・・・，だ）を如何に構
0への全域木か(i = 1,2,3) 
aO blaO c2a0 dlaO laO 2a0 3dla0 
albO bO c3b0 d3b0 lbO 2d3b0 3b0 




る.X(Ck )=X,Y(Ck )= Y と略記すれば，V(C3 )に対しては，前図に従って
X = {0,1,2,3} Y = {a,b,c,d} 
とし，V(C4 )に対しては
(X(Ck ),Y(Cん,)) と書け
{O,l,2,3,0',1',2',3'} Y = {a,b,c,d,a',b',c',d'} 









, T,4+ を結合してT/ を完成する．
2 部グラフG=G(X+Y,E)( 但し X= {0,1,2, …},Y = {a,b,c, …｝とする ）に対してその
反転℃= :tG(X'+ Y', E' )を次のように定義する．
X'= Y = {a,b,c, ···}, Y'= X = {0,1,2, ···}, E'= E 
グラフ G=(X +Y,E)の全ての点名mにダシュを付してm'と改名する操作を行ったと
き， Gd = (xd + yd , Eりと書いてこれを表す但し E勺ま点の改名に伴う自然な変更に因る．
上記の反転と改名の操作については，それよってグラフGのトポロジーは実質的に全く
変らず，名目上の変更が行われるのみである．
（例） Y: a b Y': O I Y': o' I' 
G�.N 
［冗の構成］ 先ず， T44―= (X + Y,¢) (X = {0,1,2,3},Y = {a,b,c,d})とする．
刀
3 の反転とその点の改名操作により先ず ct冗/= ((X(17;3 )/ +(Y(切り）d,Eりを求め






































更に r;4 と共に辺を 2 重に使用するのを避けるため 20 と2'( 一般に刀k十 の構成に於いて
は20,2 1 '・・・，2k-3 )に対応する（元3/ の点b',c' と点 l',2' を繋ぐ辺b'l',c'2' を削除し，その代
りに辺b'O',c'O' を追加するこうして得られたグラフを T/+ とする（次図右半部参照）．
次に， X(冗
―
)の各点 I (I =0, ・・・，3)とY(�4+)の各点 I' (I= 0, ・・・， 3)を繋ぐ辺00',.. ·,33' 及
びY(T/
―
)の各点a (a=a,.. · ,d)とX(�4+)の各点a' (a=a, .. · ,d )を繋ぐ辺 aa',…, dd' を
追加する．以上の操作により得られるグラフが刀であるこれは下図のようになる．
Y(T, り： a b c d O' l' 2' 3' 
T4
4: 











4 ―) ＝ゆ 庁＝（団）d -{b'l',c'2'} +{b'O',c'O'} 
高さに就いては Height(�4 )= Length(33'd 'l'a'O'O) = Height(J; 3 ) + 2 = 6 が成り立つ．
[T24, 冗の構成］ 先ず， T2
3 ,冗を以ってrt-,冗
― とする．




の点 b と r;4+の点 b' を繋ぐ辺 bb' を追加することにより完了する．又冗
の構成も冗
―
の点 c と乃4+ の点 c' を繋ぐ辺cc' を追加することにより完了する ．
これを図示すると次のようになる ．





' l' 2' 3' 
冗：


























＇ b' c' d' 
冗＝冗 灯＝（＄だ）d
亦，上図より明らかに
Height(T, り=(Height(T, 4+)-1) + 2 = (Height(T, りー 1)+2=5(i=2,3)
が成り立つ．木刀 4+の根は点 O' の隣接点となるからである．
［かの構成］ 先ず刀4- =かとする．
炉 は， X(尽）= {a',b',c',d'} と Y 可）= {O',l',2',3'} の和集合を点集合とし，辺集合を
E(尽）= {a'O',b'l',c'2'} とするグラフである ．ここで注意するべきことは，3 個の辺の端点
O',l',2' が O' 及び関係式 2; <がを満たす非負整数 i= 0,1 に対応する(20 )' と(2り＇であるこ
とである更に言えば，刀k+ の構成に於いては O' 以外に関係式 2i く 2k-2 を満たす非負整数
i = 0,-··,k -3 に対応する(i)'(i=O,-··,k -3) が E(刀k+ ) の辺の端点となることである．
刀 4 は， X(炉）一 {b',c'}(b',c' は上述の(i)'(i= 0,1) を端点とする辺のもう一方の端点）
の点 a',d ' と Y(か）の点 a,d を繋ぐ辺 aa',dd ',及び O' を除く Y(刀 4+) の全ての点 1',2',3' と
X(T;























木の高さに就いてはHeight(T;4)= Length( 3'3dla0) = Height(T;3) + 1 = 5 が成り立つ．
［考察］上述の構成によれ ば以下が成り立つ．





，芹）はc;(=CJ の 点独立な全域木の 3 組であり， 又uが 口の 点であるな
らば冗に於ける uから0 への道月[u,O]の内 点は，E(T4
4―)=</Jであるので，す べて c: の 点
である．故に道J;4 [u, O], 月[u,O],冗[u,O],だ[u,O]は，uが c;の点である限り点独立である．
(2) i) E(炉）= {a'O',b'l',c'2'}
ii) Tt=(団）d' 灯＝（団）
d
iii) r:i4+ = (団）d - { b'l', c'2'} + { b'O', c'O'}
u E vcc:)から点 0への各全域木T,勺こ沿う道に就いては場合を分けて考察する．
a) u = O'の場合：各全域木T,勺こ沿う道は
町O',O]= O'a'aO, P/[O',O] = O'b'bO, 肝[O',O]= O'c'cO, だ[0',0]=0'0
であるから，こ れらは点独立である．
b) u * O'の場合：（＄か）［（団）d ,(団）d は，だ，T;,だとトポロジーを等しくするから，点
独立である．かに於いて 点 b,cは葉であるから｝ド[v,O] ( v * 0)が点 wE{b,c} (辺bl,c2 )
を含むのは，v=wのときに限られる従って道をJ;3 [b,O]= blaOからbOへ, f;3 [c,O] = c2 a0 
からcOへ変更したとしても点独立性に影響しない ． （ ＄冗）d とr:i4+ の相違はこの変更に照応
するから，任意の 点 U E V(C:)からO'へのTt =( tT;iぷ�+ = ( 1y;3 t及びT4
4+ のそれぞれ
の道町[u,O'], 町[u,O']及び 凡�+ [u,O']の 点独立性は保障さ れる更に道月�+ [u,O']の終点
O'の直前の 点はb',道尺4+ [u,O']の終点 O'の直前の点はc'であるから，
冗の道：因[u,0]=[坪[u,0']- 0'] ・ [bO]= u· · ·b'bO 
冗の道：村[u,0]=[バ4+[u,0']-0'] ・ [cO]= u· · · c'cO
冗の道：だ[u,0]=凡�+ [u,O']·[O]= u · ·- 0'0 
の三者も点独立である点uEV(Cりに対する勾の道の c; 部分は[bO], 冗の道の c; 部分
は[cO], だの道の c; 部分は[O]であり，庁の道の c: 部分に就いては，点 l',2 'を中途通過す
- 18 -
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るのは道の始点がb',c'のときだけであり，それはかに於ける道Fi3 [ b, O], Fi3 [ c, O]の 一 部
bl,c2に相当するb'l',c'2'である更に， 一般に庁の道の c; 部分はV(C�
―
) -{O,b,c}の点の
みを通過する．故に，刀 4 は他の三者と道の内点を共有することはない ．
以上により，上述で構成された4組（冗， rt,冗，だ）は点独立であることが示された．
木の高さに就いては， Height(T;り= 4 (i = 1,2,3) に対してC4 では





―1 ) +1 (i=J, .. ·,k-1), Height(刀）= Height(庁
―
') +2
と一般化され，結局MaxHeight(I;k ) = k + 2 
ISiSk 
を得る．








k-l'…，冗勺 から（元k- 1 /,…，（切勺Vをそれぞれ構成し，r/+ ,…J口とする ．
r;k (i = 2, …，k-l)の構成はY(T;k
―
)のct-2 + 1)番目の点P; (前述の[T24'冗の構成］では

















ら点O'へのr;k上の道が通過する点はすべてr;k+ の点であるので，だ[y,O'] (i = 2, · · ·, k- l) 
は同様に内点を共有することはない ．但し，yから点0へ至る道はP,k [y,O']の終点O'の直前
の点p'(X((T;k+ /)のct- 2 + 1)番目の点）からY(T;k―)のct-2 + 1)番目の点pへ行き，次い
















) uX(炉 ） は左からo_,・・・，(2k-Z -})_,Q十 ’・・・，(2
k-2 -ltの順







汀内部では，点i=0+,2�,2し，... ,2戸EX(汀） とY(炉 ）の点i'の間に辺ii' を定義する．
か，岱 間の辺は，I) j+ EX(万）ー{2�,2�,.--,2戸｝とY(T;









[z , O] (但し ，Kが偶数
のときz = (2k-Z -IL kが奇数のときZ = (2k-Z -}r)の長さであるこのzに接続される
江の道は長さ0 であり，Kが偶数のとき点(2k-2-It , kが奇数のとき点(2k-2-}入に外な
らない従って次式が成り立つ．
Height(庁） = Height(か） +I 
[ Tk とTk :. . k 2' T 間の独立性］, k-1 






点を繋ぐ辺は定義されてい ないから点(T2), を通過するこ とはない
又，炉の辺(2� -2)(2�-2)'(i = 2, · ·- , k-1) は，r;k+と共有されるが ，Tt (j = 1 ,i)中の点p を
発して点0に至るそれぞれの道だ[p,O] ,だ[p,O]がこの辺を共有するこ とはないこれ はこ
の辺の2個の端点と点0 との位置関係が，その間の距離d(2�-2 ,0) 及びd((2�2 )',0)の比較：
木研に於いては d(2�-2 ,0) > d((2�-2)',0) 
木亡に於いては d(2戸，0) < d((2�-2)',0) より
が示す ように木刀k十 と木T;k十に於いて相反するからである ．
なお，炉の辺〇 十飢はT;





X(:i: 刀k-1) = {〇+'I 十,···,( 2 k-2—叫 Y(t圧）= { 0�, I�,·· ·,( 2 k-2 - It}
このように改名されたサ；k-1に更に若干の修正を加える先ず，辺( 2�)( 2り',…, ( 2戸）( 2戸）
＇




k-) = {〇_, 1_, ・・・，( 2 k-2—叫 Y(½k-) = { 0�, C·..'( 2k-2—叫
刀の辺集合は空であるとする.Tk-
k , T k人＋間の辺は，X(T:
k-), Y(庁）間とX(T:k-), Y(か）間











Height( だ） = Height( 正） +2 
［刀とか，勾，・・・，見間の独立性］
かの点p からの道に関しては Tk十がyk-1'k I の辺の付替えによる修正であり，修正された
辺は全て点〇：に接続されてそこから直接に点0(=0ー）に至る．一方，冗，勾，・・・，尽に於しヽて






構造である更に，刀K― 内には辺は存在せず yk-'k 内の点qから点0(=0ー）への刀
K の道はqか
ら直ちに刀k+の点へ移り，やがてyk+K の点〇： に 至 り ， そ こ か ら直 接 0 に到着す る ． 他
方，Tk Tk I'2 , ・・・，尽に於いてはqから〇への道はTk+ Tk+ I '2 , ・・・，応の点を通過することはない．












Height(J;") == Height(戸）+ I (i == I, …, k-1), Height(亡）== Height(戸）+2 
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TI " 3 4 5 6 7 
T;' 3 4 5 6 7 
四
II 4 5 6 7 




T6 " 8 
但しぶに対する独立全域木の裔さに就いては，次のような変更で改善される．
a b 
















1 (n = 1) 
M翌Hight(T,")�{n + 1 (2 Sn S 4)
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Length(尺[3',0]) = 7 Length(f>s[h,O]) = 7 
Figure 1. （訊だ，冗，T},冗） for C5 
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が [u,0] 瑣u,O] 瑣u,0] 改u,0] 瑣u,0]
I aO lbO ld2c0 If4e0 l l'a'O'O
2a0 2d3b0 2c0 2g4e0 22'a'O'O
3dla0 3b0 3c0 3h7 f4e0 33'd'l'a'O'O
aO albO a2c0 a4e0 aa'O'O
blaO bO b3c0 b5e0 bb'O'O
c2a0 c3b0 cO c6e0 cc'O'O
dlaO d3b0 d2c0 d7f4e0 dd'l'a'O'O
4a0 4f5b0 4g6c0 4e0 44'a'O'O
SfiaO 5b0 5h6c0 SeO 55'f'2'a'O'O
6g2a0 6h5b0 6c0 6e0 66'g'2'a'O'O
7dla0 7h5b0 7g6c0 7f4e0 77'd'l'a'O'O
e4a0 e5b0 e6c0 eO ee'O'O
fiaO f5b0 f7g6c0 f4e0 f f'I'a'O'O
g2a0 g7h5b0 g6c0 g4e0 gg'2'a'O'O
h3dla0 h5b0 h6c0 h7f 4e0 hh'3'd'l'a'O'O
O'a'aO O'b'bO O'c'cO O'e'eO O'O
I' laO l'b'bO I'd'2'c'c0 l'f'4'e'e0 l'a'O'O 
2'2a0 2'd'3'b'b0 2'c'c0 2'g'4'e'e0 2'a'O'O 
3'3dla0 3'b'b0 3'c'c0 3'h'7'f'4'e'eO 3'd'l'a'O'O 
a'aO a'l'b'bO a'2'c'c0 a'4'e'e0 a'O'O 
b'I' laO b'bO b'3'c'c0 b'S'e'eO b'O'O 
c'2'2a0 c'3'b'b0 c'cO c'6'e'e0 c'O'O 
d'dlaO d'3'b'b0 d'2'c'c0 d'7'f'4'e'eO d'l'a'O'O 
4'4a0 4'f'S'b'b0 4'g'6'c'c0 4'e'e0 4'a'O'O 
5'5/IaO 5'b'b0 5'h'6'c'c0 5'e'e0 S'f'I'a'O'O 
6'6g2a0 6'h'5'b'b0 6'c'c0 6'e'e0 6'g'2'a'O'O 
7'7dla0 7'h'5'b'b0 7'g'6'c'cO 7'f'4'e'e0 7'd'l'a'O'O 
e'4'4a0 e'S'b'bO e'6'c'c0 e'eO e'O'O 
『flaO f'5'b'b0 f'7'g'6'c'c0 f'4'e'e0 f'I'a'O'O 
g'g2a0 g'7'h'5'b'b0 g'6'c'c0 g'4'e'e0 g'2'a'O'O 
h'h3dla0 h'S'b'bO h'6'c'c0 h'7'f'4'e'e0 h'3'd'l'a'O'O 
Table 1. Tree-paths が [u,O] (i=l,2,---,5) for uEV(C5)
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0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 12 13 14 15 a' b'c' d'e'f'g'/,'i'j' k' {' m'n' o' p' 
a b c d e f g h i j k I m n o p O'I' 2'3' 4' 5'6'7'8' 9'10'I]' 12'13·14'15' 
0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 IL 12 13 14 15 a' b'c' d'e'f'g'h'i'j' k' I' m'n' o' p' 
a b c d e f g h i j k I m 11 o p O'l' 2'3' 4' 5'6'7'8' 9'10'11'12'13't4'15' 
だ
3
0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 a' b'c' d'e'『g'h'i'j' k' I' m'n' o' p'
a b c d e f g h i j k I m 11 o p O'l' 2'3' 4' 5'6'7'8' 9'10'11'12'13' 14'15' 
だ
4
0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 IS a' b'c' d'e'f' g'h';'j' k' I' m' 11' o' p' 
a b c d e f g h i j k I m n o p O'1' 2'3' 4' 5'6'7'8' 9'to'I I'12' 13'14'15' 
6
 T5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 a' b'c' d'e'f'g'h'i' / k' 「 m'n' o' p'
a b c d e f g I, i J k I m n o p O'I' 2'3' 4' 5'6'7'8' 9'10'11'12·13'14'15' 
戸
6
0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 IS a' b'c' d'e'f'g'h'i'j' k' I' m' n' o' p' 
Length(P,[l',OJ) = 8 ; Length(P,[h',OJ) = 8 ; Length(凡[15,0]) = 8 
Figure 2. （冗，冗，冗，T,;
6



























k2a0 kl 1l9b0 





m 4a0 ml3n9b0 
nSJiaO n9b0 




















































































5nl 3 j8i0 55'f'l'a'O'O
6oI4k8iO 66'g'2'a'O'O
















15/ 1 lj8i0 后五3'd'l'a'O'O
m8i0 mm'4'a'O'O 
n 13 j8i0 nn'5'f'I'a'O'O 
ol4k8i0 oo'6'g'2'a'O'O 
pl Ij8i0 pp'?'d'I'a'O'O 
Table 2. Tree·paths が[u,0] (i=l,2,---,6) for UEV(C6 ) (continuedtothenextpage) 
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